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CORRIGE EX N°L:
I/

1)a)La fonction x—tg(x) est dérivable et strictement croissante sur
R %+kn ,keZ },puisque tg’(x) = 1+ tg’(x) .

14

Par suite lorsque x € ]—%,%[ ona x>—4

= tg(x)> tg{—%) = tg(x)>-1

= tgx)+1>0.
11 s’en suit alors que la fonction f(x) = ,/Iﬂg(x) est dérivable sur ]-% s %[ et

o g’
P = 5 (+tg’ () (1+tgx) " = 2lrgx)

fO-f(=E
a7 AY i VW (remy=0).

b) lim =
x-’(‘—‘) X‘i‘z !‘-4[— X+Z
_ 1+tg(x)
a—'[*‘) X'I'Tt ﬂx+_._
rmmﬂm
Or lim lit-g%l = lim ———4" :c’est le nombre dérivé de la fonction tg
=) X+Z x=6G) _(T)
I
en- 4

Donc lim Hgxn. 1+tg?- L) =2
x—’(_—“). x+£ 4
4

4
D’autre partona: lim L =1/0" =+
) e
4
. f(x)- (_“) _
On obtient .enfin, lim g 3 (+00) = +c0 .Ce qui ne permet pas a f
x-cE)’ x+Z
4
d’étre dérivable  droite en - & .De plus la courbe C;de f aura au point (» < .0) une
demi tangente verticale dmgée vers le haut .
2
c)Vxe ]- “ I al fx) = g 0, donc f est strictement croissante sur [- &, Z[
I+tg(x) 4’2
lim f(x) = lim 1fl+£g(x)

x —»f") x —.(—)

Or lim tg(x)= lim SIX_1_ o
x_)(n) x—’[") COSX 0

Par suite lim f(x) = +o0.

x—){g}

d)f(0) = 1 ,donc C¢ coupe I’axe des ordonnées au point de coordonnées (0.1)

La droite d’équation x = g'« est une asymptote pour Cy, courbe dont I’allure est :

N
)
A

1 i /E
L] ®
.g ;/
2)a)D’apres le tableau de variations de f , on constate que cette fonction est
strictement croissante et continue de [- e [ dans I'intervalle I = [0,+cc[ , il en résulte
que f est une bijection de [- KL [ dans [0,+o0[ .
b) * xe[-— —[ct g(0) = x & x€ [-— [ etf(x)=0< xe{-%,%[et J+tg(x) =0
I = 1
@xe[dr,z[et tgx)=-1&x 4
Donc g(0) = -
xe[~— —[etg(l)_x@xe[ %— %[etf(x)— le xe[-— —[et T+tg(x) =
o xE[-%,%[et tgx)=0e=x=0
Donc g(1) =

*xe[—— —[etg(J_) x@xe[-— —~[etf(x) =2

@xe[-— —[et W =2
i1

= XE[-E Z et tgx)=1ex= i

Donc g(+2 ) = % .
¢)On a Cg = Sp(Cy) ol D est la droite d’équation : y =x .
Remarquons aussi que :

#* lim f(x) =+ donne hm g(x)
x_,(n} 2

est une asymptote pour C, au voisinage de + .

, par suite la droite d’équation y :%

* Cr admet au point (- % ,0) une demi tangente verticale dirigée vers le haut , donc

C, admet au point (0, - %) une demi tangente horizontale dirigée vers la droite .

* Cr coupe I’axe des ordonnées au point de coordonnées (0,1) , par suite Cq coupe
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f* ne s’annule pas sur ]- [ donc g est dérivable sur f( ]-— = [ ) c’est a dire sur

) = _L i
10,4c0[ , de plus g’(x) EeY)

D’autre part C, admet au point (0, - % ) une tangente horizontale donc g est dérivable
adroiteenOet g'4(0) =0
Soit f une fonction bijective d’un intervalle I dans un autre J .On note f ! sa bijection

réciproque .Trois cas sont possibles :
*) Si fest derwab!e en un point xo de I est f'(xo) # 0 ,alors f' est dérivable en f{xo) et

(f ) (fixo) = m .Par conséquent si f est dérivable sur une partie E de I et Vx€E
F(x) # 0 alors f 'est dérivable sur f(E) et Vxe f(E), (f')(x) = m

Ceci est un résultat du cours .
*) Si fest dérivable en un point xg de I est f'(xo) = 0 ,alors f "nest pas dérivable en
fixp).L’éléve doit justifier cette conclusion graphiquement en écrivant :
f'(x0) = 0 = Cy(courbe de f ) admet au point (xo, f{xo)) une tangente horizontale=
C; (courbe de g ) admet au point (f(xg) , Xo) une tangente verticale = g n’est pas
dérivable en f{xg).
o d et : . . f(x)—f(x,)
) Si fn’est pas dérivable en un point xp de I et lim =X =too
I—’xﬂ o
peut étre a droite ou a gauche ) Jalors f est dérivable en fixo) et (f') (fixo)) =0.
L’éleve doit justifier cette conclusion graphiquement en écrivant :
lim ﬂx)_ﬂxu):

=y, XX

(la limite en xp

too = C; admet au point (Xo, f{xo)) une tangente verticale (si x

tend vers xo* ou vers xy on aura une demi tangente verticale)=>
C, (courbe de g ) admet au point (f(xo) , Xo) une tangente(ou demi tangente)
horizontale = g est dérivable en f{xy) et(f’)'fﬂxg)) =0.
Cherchons l’cxpression de g’(x) pour x € ]0,+0[ .
1+tg(g(x))
f{g(x)) 1+tg’(g(x))

Vx>0 g’ (x) =

Orpourx>0ona: f(gx)) = q,‘l+tg(g(x ) =x ce qui donne tg(g(x)) = g

Z\jl+x B

Par suite Vx>0,ona: g'(x)= ( T 2 R

-1 -2x
On remarque aussi que -z—g—gg%a-zc = g’(0) .On conclut alors que :
¥ Xxe [O-HXJ[ g (X)_ W

4)a)Comme f, g est strictement croissante sur son ensemble de définition c’est a dire
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= @n-n+Dgm) < Fe® < @n-n+1gCn)
=@+ Dgm < Se) < @+ Den)

= g <=L $a00 < o)

= g(n) < U, < g(2n)
b)Ona: lirn gn) = lim g(2n) = ]im g(x)

D’autre part lim f(x) =+ donne 11m g(x)

x—-»(“)

121 (puisque g=f").
L
2

Donc ,a fortiori , (Uy)nen converge et nlill’lm Us
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CORRIGE EX N°2:

1)a)La fonction x — 2x- x” est manifestement dérivable et strictement positive sur

11,2[ ,donc la fonction x — +/2x—x? est dérivable sur ]1,2[ .
En plus de ¢a la fonction x — x-1 est dérivable et non nulle sur ]1,2[
Il en résulte que f est dérivable sur ]1,2[ en tant que quotient de telles fonctions et

2=2, —X)(Xx—
2( x)(xh-l)—m (1=x)(x ”»W

= e _ etf-xx)
B ("_1)2 (x-1y (X-—I)Z-JZx—xz

b) lim 1x0-2) = lim fx) = lim _VZX=X" = 0/0 : une forme indéterminée .
x—7" x—2 x=" x-2 =" (X—l}(X—Z)

o f0-FQ) o YXQeX)
Cependant , on peut €crire : \11_151‘ e ,11.13- TN

- tim =X [22X @ gauche de 2
x=72" x-1 (1—2)2
on a:x-2<0)

= lim — 1’ = -0,
‘..j X—].

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 2 et le fait que lirg_ f(L):-g@ = -¢0 prouve que

la courbe C; de f admet au point (2,0) une demi tangente verticale dirigée vers le haut

= -1 < 0 ; donc f est strictement décroissante sur ]1,2]
c)vxe]l,2[, f'(x) (x—l)z - ; donc

2
lim f(x) = lim 3@ =1/0" =+w ; f(2) = 0 ;les variations de f se résument donc
x—ll .1-—01 =
dans le tableau suivant : x | | 1 2

i

0
La droite d’équation x = 1 est une asymptote pour C; ; puisque lir;} f(x) =
x—¥

L’allure de Cs sera donc , la suivante : W&W

f

¥ s k)
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*1l faut ,toutefois , attirer I’attention de ’éléve au fait que la négligence de I’unité de
longueur imposée peut diminuer la note attribuée & la construction de la courbe .
2)a)Vxe 11,2], on pose u(x) = f(x) - x .

Il est évident que u est dérivable sur ]1,2] et que u’(x) = ’(x) — 1.

Vxe ]1,2], v’ (x) < 0 puisque £(x) <0.

On en tire que u est continue et strictement décroissante sur ]1,2],elle réalise ainsi une
bijection de cet intervalle dans u(]1,2]) = [u(2), lim u(x) [.

X—i]_

Mais u(2) =f(2) -2 =-2 et lim u(x) = llm (f(x) —x)=+00-1=
x—il 1

= u est une bijection de ]1,2] dans [-2, +oo [ .

O est un réel de [-2, +oo [ ; il admet alors ,par u , un antécédent unique o, dans ]1,2]

Ce qui veut dire qu’il existe un seul réel a dans ]1,2] tel que u(a) = 0 ou plus

exactement tel que flo) = ..

b)u(%)=f(%)-% =3- % >0 ;u(2)=-2<0 ;u(a)=0 etu estcontinue sur

{% ,2] .Ce qui montre ,gréice au théoréme des valeurs intermédiaires , que a € ]% 2[.

3)a)D’apres le tableau de variations de f ,on constate que cette fonction est continue et
strictement décroissante de 1’intervalle ]1,2] dans [0,+c0[ . f réalise ,alors, une
bijection de ]1,2] dans I= [0,+oo[ .
b)On sait que Cy = Sp(Cy) , D étant la droite d’équation : x =y .
*Cr admet au point (2,0) une demi tangente verticale dirigée vers le haut (y>0)

donc Cy admet au point (0,2) une demi tangente horizontale dirigée vers la
droite(x=0) .
“La droite d’équation y = 1 est une asymptote pour Cg ,puisque la droite d’équation
X = 1 est une asymptote pour Cs . :
L’allure de C; est indiquée dans la méme figure de Cs .
c)Pour trouver g(x) en fonction de x ,il suffit de résoudre I’équation (E) : f(x) = y
ol x est I'inconnu dans ]1,2] ety un paramétre de [0,+co[ .

2 2

_2x__—x_ X"X_ st définie et positive pour x € ]1,2] .

E x-1

=y ,ory=0et

2x —xz

2 2 2 2,2
=y ©2X-X"=yx*-2xy°+
(x—l)z y Y2 Yy +y

Par suite (E) <
& X(-1- v) +2x(1 +y) -y*=0.
C’est une équauon du second dcgrés dont le dlscnn-unant rédult est
N =(1+y)-C1-Y)) = 1+y* 42y -y - y* = 1+ y*>0.

~l-y’~ 1+y I+y +M 1

Onentire que x =

,,1_ \/l+y2
- —I—y +\/l+y 1+y —\l+y’ 1
-1-y? I+y* J1+y2
Mais x>1 et 1-—xd <1 ,onc x=1+ =fliy) = .
qlii+‘.l"2 . l-l-uI2 (Y) g(Y)
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CORRIGE EX N°4:
YA
] ||| 2
Ia) lim f(x)= lim LX—H'—E— = 0/0 , une forme indéterminée , cependant on a
==() x=()
] 2 o 2 2
fx ) = Irylx® ) (y+x®) x° _ X par suite
X x(14+4/1+x3) x4+ lx2+
lim f(x) = lim —%X-— =0/2=0=f(0).
=)’ x={)" l+x2+l

Donc f est continue en 0 .

. fi(x)—f(0) . f(x) FITleR) | x y 1
b) lim ———— = lim ——= = lim = lim ——t——ro =%
o ) X =0 X Jirxi+l =0 itk 2

On déduit que f est dérivable a droite en 0 et 4(0) = % .

2)a)T : y = £ (0)(x-0) + f(0) , or £(0) = % etf(0)=0 donc T:y= %x

On a déja remarqué dans la question précédente que f(x) = ﬁ donc
+x°+

£(x) - %x B ) _ 2x—x(yfI+x24+1) _2x—x4/1+x2—x x(l—\,l'i+x1)

1+x2+1 21+x2+1)  261+x3 41D 2(1+x2+1)
Maispour x>0 ona 1+x°>1 = l4x> 2 1= 1-4/l+x*> <0

= f(x)-%xsﬂ.

X

X

(ST

On en tire alors que C est située au dessous de T .
b)¥ x€ R, .ona 1+ x>0 donc la fonction x — +fl+x> est dérivable sur 9, .Il s’en
suit que f est dérivable sur ]0,+oo[ et que

2
A2x—L x—(—1+fl4x?) — 2t fl+x2
2 :Ei—l-xz _1J|l+x2 _x2+ I+x2—(14+x3
2 2

X X szl+x2

f'(x)=

2_
= ZHT' 21 . Le signe de f* sur ]0,+o0[ est celui de 4/l+x* -1, mais on a déja
X G +x

établit dans la question précédente que sur ]0,4o0[ , /I+x* -1>0
On conclut ,alors, que f est strictement croissante sur [0,+co[ .

T 2 2
—lt—xl=lim(_—1+ﬂ—)= ﬁm(_—il_,lr 1+_)2c)=1
X =t x

L T 4 X

T

Les variations de f se résument dans le tableau suivant: x | 0 +00

£(x) +

1
2

f 0 / :

c) 111.111“ f(x) = 1 donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote pour C au voisinage
de +oo .L’allure de C est indiquée dans la figure suivante :(C est réduite 3 50%)
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i) ¥

g o
-~
£

2

3)a)D’aprés le tableau de variations de f ,on constate qu’elle est continue et
strictement croissante de [0,+oo[ dans [0,1[ .11 en résulte que fréalise une bijection de
[0,+c0[ dans ’intervalle I = [0,1] .

* =1+ .l‘l‘;l;2 2
b)Vxe R, et Vye]0,1[,f(x) =y & e & Ayt =xy+1

1:>1+x2=(;q:,f-|~l)2 = l+x2=x2y2+2xy+1
o x=xy*+2y (onadivisé par x qui est#0)

@x=12y2 (1-y*#0car y#1)

2x_
1-x?
Ajoutons que f(0) = 0 donne 1(0)=0.0n peut affirmer ,alors, que :
vxe[0,1[, f'(x) = l—sz :
—x
c)C’ =Sp(C) , D est la droite d’équation x =y .
En particulier la droite d’équation x = 1 est une asymptote pour C’ ,courbe dont
I’allure est indiquée dans la figure ci-dessus .
B/

1)La fonction x — cotgx est définie et dérivable sur 10, Z] et cotg’(x) = -

En changeant la notation ,on obtient ¥xe]0,1[ , f!(x) =

!(x} <0

sin
= La fonction x — cotgx est strictement décroissante sur ]0, 2] , il en découle alors

que six € ]O,%] , COtgX € [cotg% , lim cotgx [ .

x=()

Or cotg% =0 et lim cotgx = +o0 .Donc VXE]O,%] , cotgx € [0,+00[ ce qui justifie
=)

I’existence de f(cotgx) pour x € ]0,%] et par conséquent la définition de h sur cet

intervalle .
h(x)-h(%) f(cotgx)—f(cotgZ)
2) lim ———2- = lim ———————2-
x-#(-’-;-) X_'% x—u(.;-') x—%
f(cotgx)—f(cotg®) cotgx—cotgT
= lim_ :'12 - 2
x— & cotgx—cotgZ X—%

Mais lim cotgx = cotg % =0 ,donc

X ()
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f(cotgx)—f(cotg ) _
m £2) _ lim fCO-1(0)

. (X=cotgx)
x—=Z) cotgx—cotg% x=Q'
= =1
=)= 7.
~ cotgx—cotgT
D’autre part lim — e cotg'(—%) : nombre dérivé de la fonction cotg en-g—
= -2— x_f
=—=1 _3
sinzfg)
. h(x)-h(Z)
On obtient alors lim —— 2~ — (l MW-1) =- 1 Ceci montre que h est dérivable a
-~y x_% 2 2
gauche en % et que h’g(%) =- —é- -
—1+4/l+cotg®x
3)vxe]0, E[, h(x) = = — Vs 7 2y =1
)Wxe] 5 [, h(x) = f(cotgx) cotgx ,or 1+ cotg™x =
_.I+ -l
et cotgx = 95X . on aura alors : h(x) = —M
sinx COSX
sinx
_Hsirlnc n
. ( pour x 10, 5[ ,8inx >0 )
sinx
— l=sinx
cosx

— 1==si s
4) ¥xe10, %[ ,hx) = —%‘xi , donc h est dérivable sur ]0, %[ en tant que rapport de

deux fonctions dérivables et h’(x) = —COSXCOSX—(-sinx)(l-sinx) _

cos’x
2 x . 2 .
K+SIn X — X ] 5
—cos D sin"X _ ﬁH'S# <0 (sinx < 1, pour x €10, E[ )
cos X cos X 2

=> h est strictement décroissante sur ]0, %] .
h est de plus continue sur ]0, Z] elle réalise alors une bijection de cet intervalle dans
Fid
h(]o, ) 1).
h(]0, % = [h(% ). lim h(x)[ .Or lim_h(x) = lim f(cotgx)
x=() x—() x—)O'
= xlm f(X) (X =cotgx tend vers +wo

=1 quand x tend vers 0% )
et h(%) = f(cotg%) =f(0)=0
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On en tire que h(J0, £])=[0,1[=1.
= h est une bijection de ]0, Z] dans I .

5)On sait que h est dérivable sur 0, L[ et que Vx€]0, -’21[ ,h(x) = % #0

T s Ty _ 1
Agaucheeni,onahg(z) 2;&0.
= h est dérivable sur ]0, Z] et h’ ne s’annule pas

= h" est dérivable surh(10, ) =T et (h")'(x) = m

=-2,

Pourx=0 , (h'")’(0) =

=

L _
h'®)
1 _ _cos’h’'))
h'h'(x))  —l+sinth™(x))

Mais x € 10,1[ = h'(x) € 10, Z[ = ht'x) = —13;%?3._(3? =%

—1 =
h'kh'(0)

Pourx € 10,1[, (h'Y(x) =

= -1 +sin(h'(x)) = -x.cos(h™(x))
-1
=@y = - U

1-sin(h"'(x))
cos(h'(x))

D’autre part h™'(x) € 10, %[ et =x donne

I=yl-cosh (x)) Vl-cos’(h™(x)) =x = flmcosh™x)) =1 -x.cos(h™(x))
cos(h'(x))
= 1- cos’(h'(x)) = 1+ x’cos’(h™(x)) —2x cos(h™(x))
= cos(h(x)).( x>+ 1) = 2x (cos(h(x)) #0)

= cos(h(x) = —25-  (*¥)

2
X +1
(*) et (**) donnent Vx€]0,1 LYy x) = ;er ] ; cette égalité est vraie aussi pour x =0
X
On conclut alors, que Vxe [0,1[, (h")'(x) = x;il .
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